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SATS Triangelolikheter

i) |21 + 22| < |z1| + |22/, och likhet rader <= z; och z9, som vektorer, dr
lika riktade.

ii) |21 + 22| > ||z1] — |22||, och likhet rader <= z; och z3, som vektorer,
ar motsatt riktade.

Cachy-Riemanns ekvationer (C-R)

Lat f(z) = u(z,y) + iv(z,y) och ¢ = a+ib. Om f/(c) existerar, sa existerar
Ul Uy, vy, och wy i punkten (a, b) och

X Yy
/ _ /
{ Uy = Uy
/ _ /
U, = —uy

dir. Omviint, om u,v € C! och C-R giller i (a,b), sa existerar f’(c). Om

f'(c) existerar, sa géller f' = i, 4 v, = v, — iuy,.

Anméirkning

Om u,v € C! sa giller

fexisterar <= C-R uppfyllda

Analytiska funktioner
Lat ©Q € C vara oppen. Vi siger att f : Q — C &r analytisk i Q om f(2)

existerar Vz € Q. Vi skriver da f € A(©2). Om f € A(C) séger vi att f &r
hel.

SATS Regularitet

FEAQ) = feC®Q)

SATS Entydlighet

Om f,g € A(C) och f =g pa hela R, sa édr f = g i hela C.
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Harmoniska funktioner

h € C?(Q) siigs vara harmonisk i £ om

AR R R, =0

i hela . Vi har alltsa att
f € A(Q) = Re f och Im f harmoniska.

Elementira funktioner
Exponentialfunktionen

e Definiton

expz = e* =e”(cosy + isiny), dir z = = + iy
e Rikneregler

e?l . g¥2 = 1122

()" =e"neZ

el =e®2 <= z1=2+4+i2mn,NnEZ

e Derivata

d%(ez) = e” sa exp ar hel analytisk

Logaritmfunktionen

e Definition
log(z) = In|z| + iargz, z # 0, log &r en flervéird funktion

e Rikneregler
log(z1 - z2) = log z1 + log 29
log(z1/22) = log z1 — log 22
log 2" # n - log z
Reglerna ska tolkas som likhet mellan méngder

e Derivata
For att kunna derivera logz maste man vilja en gren av log z, till
d 1

exempel, Logz. Da dr 7 (logz) = -.

Potensfunktionen

e Definition
2% =exp(a-logz) da z € C\ {0}, a € C. Potensfunktionen &r i regel
flervird.
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e Hur manga olika varden antar funktionen?
ett enda véirde, aeC

z* antar, for fixt z # 0 { dndliga manga virden, o« € Q

odndliga virden, aeC\Q

e Derivata
4 (%) = 22 dir 2* #r av samma gren pa bada sidorna.
dz z

Komplexa integraler

Integralen av en komplexvéird funktion f = u + v, dir u = Re f och v =
Im f, definieras som

I(f) = (u) + I(v)

dar I ar C-linjéar. Vi har ocksa att

{Rel(f) =1
ImI(f) =1(v) =

SATS Olikhet for belopp

/abf(t)dt‘ < [l o<

Integration lings kurva i C

C siigs vara en kurva Cl-kurva i C, om C beskrivs av z(t),t : a — b diir 2/(t)
ar kontinuerlig och # 0. C siigs vara styckvis C! om den &r sammansatt av
andligt manga Cl-kurvor. D& ges den komplexa kurvintegralen av

JECS / " Fa() bt
C

SATS ML-uppskattning

Om f € C(Q) och C #r en styckvis Cl-kurva i s giller

!f(z)dz <ML

diar M = max|f(z)|,z € C, och L = ldngden av C.
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SATS Om primitiv finns

Antag att f € C(2) och att det finns F' sadan att dF/dz = f i hela 2. Da

géller
/f(z)dz = F(slutpunkt) — F'(startpunkt)
C

for alla styckvis C!-kurvor i Q.

SATS Cauchys integralsats

Lat w vara en 6ppen begrinsad méngd med randen dw och wUdw C €2 och
Ow bestar av dndligt manga enkla slutna styckvis C'-kurvor med positiv

orientering. D& har vi att om f € A(Q) N CHQ) s4 &r

aZfdz:0

Av detta foljer att

(1) om f &r analytisk pa och innanfér C (enkel och sluten) sa &r [ f(z)dz =0

c

(2) om f &r analytisk pa och mellan C; och Cy sa dr [ f(z)dz = [ f(z
Co

Ch

SATS Cauchys integralformel

Om f € A(Q) N CHQ) sa giller

da z € w.

SATS Cauchys integralformel fér derivator

Om f € A(2) N CHQ) s existerar alla komplexa derivator f/, . ...

och ges av

fMGe) 1 f(s)
n! _2772'/(5—2)"“(18
Ow

da z € w.

)dz

iQ
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SATS Maximumprincipen

Om () begrinsad (si att Q #r kompakt) och f € A(2) N CL(Q) si antar | f|
sitt max pa randen 0f2.

Komplexa numeriska serier

oo
Zan:a1+a2+...

n=1

dir a, € C

Divergenstestet

Om a,, inte gar mot 0 d& n — oo sa &r serien divergent.

Absolutkonvergens

Om >’ |ay| &r konvergent sa dr Y a,, konvergent och > a,| < > |ay|.

Potensserier

Lat co,c1,c2,--- € C vara givna konstanter (sa kallade koefficienter) och
bilda serien

o
chz":co—l—clz—i—cQzQ—i—...,zE(C
n=0

som dr en potensserie (i z). For varje virde pa z far vi en (komplex) numerisk
serie med a, = ¢,z".

Den viktigaste potensserien

Den geometriska serien

> 1
n __
7;)'2 11—z

ar konvergent da |z| < 1.
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Jamforelse med geometrisk serie

Om
Q = lim {/|a,| (rotkriteriet)
n—oo
eller
Q = lim (nt1 (kvotkriteriet)
n—00 | A,

existerar, 0 < ) < oo, sa &r den numeriska serien

> absolutkonvergent om @ < 1
> an |y
s divergent om @ >1

Existens av konvergensradie

Till varje potensserie finns ett entydligt bestamt R,0 < R < oo, som kallas
konvergensradie sadant att

> n {absolutkonvergent om |z| < R
>

o divergent om |z| > R

SATS Derivata och primitiv till potensserie

Sitt f(z) =Y 00y cn2™ for |z| < R, ddr R > 0 #r potensseriens konvergens-
radie. Da éar f(z) analytisk i |z] < R,

f'(z) = chznfl, |z| < R
n=0

och f(z) har en primitiv F((z) i |z| < R,

oo
F(z) = Z %2n+1’ |z| <R
n=0

Vi kan alltsa derivera och integrera termvis i konvergensskivan |z| < R (som
for polynom).

SATS Entydlighet hos koefficienter

Om f(z) =Y 07 cn2" for |z| < R, dér R &r potensseriens konvergensradie
(R > 0) sa har f(z) komplexa derivator av alla ordningar i |z| < R och

f™(0)

,n=0,1,2...
n!
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Maclaurin- och Taylorserier
SATS

Om f(z) &r analytisk (atminstone) i |z| < r, ddr r > 0, sa ar f(z) =
Yo gcn2™ 1 omradet |z| < r, dir

F™0O) 1 [ f(s)
n! 2mi | sntl ds
&,

Cp =

dir 0 < p < r,n € N, och potensseriens konvergensradie R > r. Serien
Yoo cn2™ kallas Maclaurinserien far f(z).

Taylor-serier

Utvecklig i zg - byt variabel w = z — 29 och Maclaurinutveckla.

Laurentserier
SATS

Om f(z) ar analytisk i m < |z| < ry dér 0 < r; <7y < 00, sa dr

[e.@]
f(z) = Z 2, T <zl <

n=-—o00
oot L[ 1)
s
n=5_ Sans,rl <p<ry,n €
Cp

Nollstéllens multiplicitet

f(2) ségs ha nollstélle av multiplicitet av N, N = 1,23 ..., i en punkt zg om

f(z) = (z—20)" - g()

for nagon g(z) som &r analytisk i zg och g(zp) # 0.
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Olika typer av singulariteter

Antag att zg dr en isolerad singuléritet till f(z). f(z) &r analytisk i 0 <
|z — 20| < 0 for nagot § > 0. Da har f(z) Laurentserien

o0

f(z) = Z cn(z—20)", 0<|z—2] <0

n=-—oo
Vi séiger da att singuldriteten ar

e hivbar om

sa att

f(z)= ch(z —20)", 0<|z—2z0 <9
n=0

Hévbar <= f(z) analytisk i |z— 29| < ¢ om vi bara sétter f(z9) = co,
ty da ar

f(z)= ch(z —zo)"
n=0

i|z—2] <9

e en pol av ordning N, N> 1, om

c.N-1=CpNo2=--=0
men c_y # 0 sa att
oo 1 o0
f(z) = Z cn(2 —20)" = m ch,N(z - Zo)k
n=—~N k=0
Pol av ordning N <= f(z) = (zf(;o))N for en funktion g(z) som &r

analytisk i zg och ey = g(z0) # 0.

Residyteori

Antag att zg &ar en isolerad singuléritet for f sa att

fE) = > enlz—20)" 0<|z—2|<$
n=-—00
dar
Cn = ! /(f(S)dS O<r<odénez

C2mi ) (s— ozt
o
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Specialfallet n = —1 ges alltsa

/f(s)ds =2mic_;, 0<r<d
o8

Residyn i en punkt z = zg definieras som

Res f(z) = c1

z=2z0

alltsa koefficienten for ﬁ i Laurentserien for f(z) i 0 < |z — 20| < ¢

Residysatsen

Om f(z) &r analytisk pa och innanfér dw utom i de dndligt manga punkterna
21,29,...,2N € w sa galler

N
/f(Z) =2mi ) _ Res f(2)
Ow n=1

Jordans lemma

/ ’emz’.]dz|§z, om a >0 och R > 0.
a

Cr+

SATS Argumentprincipen

Om f(z) &r analytisk pa och innanfér C, en enkel, sluten kurva med positiv
orientering, forutom majligen i éndligt manga poler innanfér C och dessutom
ar f(z) # 0Vz € C, sa giller

1 ! 1
o '}; ((j)) = %AC arg(f(z)) = antalet nollstéllen - antalet poler innanfér C
C

SATS Rouchés sats

Om f och g dr analytiska pa och innanfor C, och |f(2)| > |g(2)|Vz € C, sa
har f och f + g samma antal nollstéllen innanfor C.
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Konforma avbildningar

Antag att f(z) dr analytisk i en omgivning av zp och att f'(z) # 0 och att
w = f(2) dr en avildning fran z till w. Kedjeregeln ger w'(t) = f'(2(t))-2'(¢)
och speciellt w’(0) = f(20) - 2/(0). Detta ger att

arg w/ (0) = arg f/(z0) + arg #(0)

Vinklarnas storlek och orientering bevaras, vi séger att avildningen &r kon-
form i z.

Allmént
Om f(z) = f(20) = (2 — 20)™g(2), ganalytisk iz0, g(20) # 0,dvsf’(z0) =
0, f"(20),..., f™ 1(z0) = 0, f™(20) # 0, s& m-falldigas vinklar.
Moébiusavildningar
Lat az +b

T(z) = =1 d diar ad —bc#0, a,b,c,deC

e Om ¢ = 0 definierar vi T'(c0) = 00
e Om c # 0 sétter vi T'(c0) = a/c och T(—d/c) =

Da blir T: C — C, dir C = C U {o0} enligt Riemann-sfiren, kontinuerlig
och vi kallar T en M6biusavildning. T &r konform.

SATS

(a) S,T Mobius = S - T Mobius
(b) T Mobius = T~ Mobius

(¢) Om 21, 29,23 € C, olika, wy, wq, ws, olika sa finns precis en Mobius T :
T(zx) =wg, k=1,2,3

SATS

En Mobius-avbildning avbildar C-cirklar pa C-cirklar. Med en C menas
e en vanlig C-cirkel med |z —¢| =7, c€C,r >0
eller

e en vanlig C-linje inklusive oo

10
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Spegelpunkter med avseende pa C-cirklar
Vid spegling i linjen L dr L mittpunktsnormal till strickan [z, z*] dér z och
z* ar spegelpunkter. Dessutom &r oo spegelpunkt till sig sjalv. Vid spegling

i cirkeln |z — ¢| = r ligger z och z* pa samma strale utgaende fran cirkelns
mittpunkt ¢ och |z — ¢ - [2* — ¢| = r2. Dessutom #r ¢ och oo spegelpunkter.

SATS

Om 2 och 2* &r spegelpunkter map C-cirkeln T, s& r T(z) och T(z*) spe-
gelpunkter map C-cirkeln T'(I"), om T &r Mobius.

SATS

Om I'y och I'y &r givna C—cirklar, a1 # o] spegelpunkter map I'y, 51 punkt
pa I'1, ag # o spegelpunkter map I'y, B2 punkt pa I's och T &r den Mobius
som avbildar (a1, af, f1) pa (ag, ad, f2) sa avbildar T I'y pa I's.

SATS

Om w = f(z) &r analytisk och avbildar z(z,y) pa w(u,v) samt h(w) &r
harmonisk och avbildar w(u,v) pa en tallinje sa dr ¥(z,y) = h(f(z)) har-
monisk.

z-transformer

Lat f(n),n € N vara en talfoljd f(0), f(1), f(2),... och bilda potensserien
Flw) =3 f(nuw" = f(0)+ f(w + f2)w’ + ...
n=0

Denna &r analytisk i sin konvergensskiva |w| < R,, Dérefter sétter man w
= 1/z och far den sa kallade z-transformen av f:

(F(z) =) f(m)z"" = f(0) + F()"" + f(2)z" + ...
n=0

F &r analytisk da

1 1
'z’ < Ry, dvs da |z| > = Roch lim F(z)= f(0)

w |z|—o0

11
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Utvecklingen i (*) dr alltsa F:s Laurent-serie i |z| > R.

oo 0
F(z) = Z ezt = Z f(=k)z% (n=—ki ()

k=—00 n=-—00

{0, k=1,2,...
Ccr =

det vill siaga

f(=k), E=0,-1,-2...
Eftersom
1 F(z)

= -_— z
omi | Rt
Cp

Ck

dér p > R,k € Z sa far vi den sa kallade inversionsformeln

1
fn)=c, = o F(z)z" tdz
Cp

dir p> R,ne N
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