
���
�����	 R = 100 


θ̇ = 11 ◦/� = 11
π

180
�
���

θ̈ = 2.0 ◦/�2 = 2.0
π

180
�
���2

����	 
� |v|� |a|

��
d|v|
dt

�������������� ������ ⇒

v = Rθ̇ t̂ � ������� ��	 
�� ���
	���� ����� ��� �� ���� ��	��

�����
� ����	� ���	
�����	� �������

∴ |v| = |Rθ̇| = Rθ̇ = 19.2 
�� = 19.2 · 3.6 = 69 �
��

����	��	� ��� θ̇ ����� ����� � 	�
�� � ���� ��	���	�

������ ⇒

a = Rθ̈ t̂ + Rθ̇2 n̂

∴ |a| =
√

(Rθ̈)2 + (Rθ̇2)2 = 5.1 
��2

��

d|v|
dt

=
d(Rθ̇)

dt
= Rθ̈ = 3.5 
��2  ���	��� θ̈ > 0 ���	 θ̇� �� ��� ��	��� Rθ̇ ���	�


����� d|v|/dt > 0 ��!

"��� ������� �	 at = v̇� 
�	 v ��� �	 ��	��� ����	#

��� v = Rθ̇ > 0 ��� � ������� v < 0 �	 ��	���
	��#

��� −at��

�



���

�����	 r = 1.2 − 0.6 cos 2πt 


θ = 0.5 − 0.3 sin 2πt �
�

����	 |v| ��� |a| �� t = 1.0 �

v
(1.24)
= ṙ︸︷︷︸

vr

r̂ + rθ̇︸︷︷︸
vθ

θ̂  ���	��� �� �����	 �
������ ���� � ����	� ��#

�	
�����	� �����
�	 �� ���
	������� 
��	$%��� ��	

&�����&�� �%& �%%���	����� � ����	� ���	
�����	�

����'� �%& ����(��

a
(1.25)
= (r̈ − rθ̇2)︸ ︷︷ ︸

ar

r̂ + (rθ̈ + 2ṙθ̇)︸ ︷︷ ︸
aθ

θ̂

r = 1.2 − 0.6 cos 2πt =
/

t = 1 �
/

= 0.6 


ṙ = 0.6 · 2π sin 2πt =
/

t = 1 �
/

= 0 
��

r̈ = 0.6 · (2π)2 cos 2πt =
/

t = 1 �
/

= 23.69 
��2

θ = 0.5 − 0.3 sin 2πt =
/

t = 1 �
/

= 0.5 �
� �� ��◦�

θ̇ = −0.3 · 2π cos 2πt =
/

t = 1 �
/

= −1.89 �
���

θ̈ = 0.3 · (2π)2 sin 2πt =
/

t = 1 �
/

= 0 �
���2

�



∴ vr = ṙ = 0 
��

vθ = rθ̇ = −1.13 
��

|v| =
√

v2
r + v2

θ = 1.13 
��

ar = r̈ − rθ̇2 = 21.6 
��2

aθ = rθ̈ + 2ṙθ̇ = 0 
��2

|a| =
√

a2
r + a2

θ = 21.6 
��2

�



�!�

�����	 r = bθ

θ̇ = ω� ��"��
"�

����	 #�"���" α 
���
" v ��� a

a · v = |a| |v| cos α (1)  ����� 
�)�������� �� �����	�	�

���

*� ��&���	 �� �	�� v �%& a�  ���	��� �� �����	

������ ��	� � ����	� ���	
�����	� �����
�	 �� 
�#

�	$%��� ��	 v �%& a � +
�� 
���� ���	
�����	�

v
(1.24)
= ṙ r̂ + rθ̇ θ̂

a
(1.25)
= (r̈ − rθ̇2) r̂ + (rθ̈ + 2ṙθ̇) θ̂

r = bθ ⇒

ṙ = bθ̇ = bω

r̈ = bθ̈ = 0

�



∴ v = bω r̂ + rω θ̂

|v| = ω
√

b2 + r2

a = −rω2 r̂ + 2bω2 θ̂

|a| = ω2
√

r2 + 4b2

v · a = −brω3 + 2brω3 = brω3

$"�%��"�"& � ��� ⇒

α = arccos

(
br√

r2 + b2
√

r2 + 4b2

)
,���������� �� �
�� b - 
�� r�!

�



�!�

�����	 r = 0.2 + 0.15 cos θ 


θ̇ = 5.0 �
���

θ̈ = 6.0 �
���2

����	 v ��� a '�� P �� θ = 30◦

(%&�� 
� P &�� �"��&� )&*��" 
� r = r ŷ�

∴ v = ṙ ŷ (1)

a = r̈ ŷ (2)

v =
dr

dt
= ṙ ŷ ����	��� ŷ �	 �� �������� ���	#

�����	�����������

.�	 ��� ṙ �%& r̈ ��������� ����	��� �� �����	

r = r(θ) ���� θ̇ �%& θ̈�

ṙ =
dr

dt
=

dr

dθ

dθ

dt
= −0.15 sin θ θ̇ /�
+�	����� �����
� &�	 ����	��� r = r

(
θ(t)

)
�

r̈ =
dṙ

dt
=

∂ṙ

∂θ

dθ

dt
+

∂ṙ

∂θ̇

dθ̇

dt
= /�
+�	����� �����
� ���� ����	���

ṙ = ṙ
(
θ(t), θ̇(t)

)
�

=
∂ṙ

∂θ
θ̇ +

∂ṙ

∂θ̇
θ̈ =

= −0.15 cos θ θ̇2 − 0.15 sin θ θ̈

$"�%��� θ = 30◦� &�� ��� ��� ��� 
��

v = −0.38 ŷ 
��, a = −3.7 ŷ 
��2 /������ ��	� �	 ��
�� ��� P 	�	 ��� ��
�� &���
��
�� ��	 θ ���	 �	�� 0 ���� 10◦ ��� )�
	���� 2�����
����� v ��	� 	����
 ��
���

2�� ���� a �	 	����
 ��
��� ������	 ��� P3� ��	�
��
�� ���	� ������ ���������� ���� ��	��	 �	������
�	�� )�
	���

�



���

�����	 θ = 60◦	

r = r0� r̈ = k� θ̇ = ω

����	 |v|� |a|

v
(1.24)
= ṙ r̂ + rθ̇ θ̂ (1) r �%& θ �	 	������� ����	� ���	
�����	� �� �� ��#

���
�	 
��	$%��� ��	 v � ����	� ���	
�����	�

ṙ+ 2��� �	 ���� 
��� ṙ� ,�� ��� �� �� �	�� �����
��� 
��$��+� ��� 	������ 	�	 ��� ��	������ �
����
����� �� ����� ���� �������� ṙ ����	��� 	������
+
 ��
��� 	�	� ��� �� ��� ��
�$%����� ���� �� ṙ ��	�
��
�$%������

*� ��	 �� ������
�� l � )�
	��� ������ ����� ��	�

�������� ����	��� 	������ 	�	 ��� ��	�������

���
����	

l = r cos θ� �%� l %� ��"��
"�� (2)
 ���	��� r = r0 
� θ = 60◦� ��� ��� l =

r0

2
� ���


�� �	 ���� ���������� ��� �����

4�	 ��� �� �	�� ṙ �	�� ��� ��� �� ����� ��� ���
����	�����3
�� 5�
�
�	���	� ��� 
�	����

��� 2����
 ��� ��	 ��� ��%��� r ��� r =
l

cos θ
�%&


�	���	� 
���� 
��	$%��

4�	 ��� ������ 
�	���	� �� ����� ���+�	 �� ����	�����
���

,����������
 ���	

0 = ṙ cos θ − r sin θ θ̇ (3)

∴ ṙ = rθ̇ tan θ

θ = 60◦ ⇒ ṙ =
√

3r0ω

$"�%��"�"& � ��� ⇒

|v| =
√

ṙ2 + (rθ̇)2 =
√

3r2
0ω

2 + r2
0ω

2 = 2r0ω

�



a
(1.25)
= (r̈ − rθ̇2) r̂ + (rθ̈ + 2ṙθ̇) θ̂ (4) 2��� �	 ���� 
��� θ̈� ������ �� ��� �� �	�� �����

��� 
�	���	� �1��

,����������
 ���	

0 = r̈ cos θ − ṙ sin θ θ̇ − ṙ sin θ θ̇ − r cos θ θ̇2 − r sin θ θ̈

∴ θ̈ =
r̈ cos θ − 2ṙθ̇ sin θ − rθ̇2 cos θ

r sin θ

θ = 60◦ ⇒ θ̈ =

k

2
− 2r0

√
3ω ω

√
3

2
− r0ω

21

2

r0

√
3

2

=

k

2
− 7

2
r0ω

2

r0

√
3

2

$"�%��"�"& � ��� ⇒

|a| =
√

(r̈ − rθ̇2)2 + (rθ̈ + 2ṙθ̇)2 =

=

√
(k − r0ω2)2 +

(
k√
3
− 7√

3
r0ω2 + 2

√
3r0ω2

)2

=

=

√
(k − r0ω2)2 +

1

3
(k − r0ω2)2 =

2√
3

∣∣k − r0ω
2
∣∣

,���������� ��!

"������ ����� +
 �
��� 	�	� ��� ��
 ��������

��	�� 
����� �� ��� |a| = 0� �� 
�� �	 &��� ���
	����

��� |a| = 0 ��	 �� ���� ����������� �� ���
��� r0�

ω� k� ����	��	� ��� �������� ��	� ���� �����%�	�	

��� ṙ �	 �������� �
����� r̈ = k = 0�� ������ �$�� �

����

�



���

�����	 r = kθ

θ̈ = α� ��"��
"�

t = 0	 #��
� θ =
π

4

����	 |a| �� θ =
3π

4

a
(1.25)
= (r̈ − rθ̇2)︸ ︷︷ ︸

ar

r̂ + (rθ̈ + 2ṙθ̇)︸ ︷︷ ︸
aθ

θ̂ (1)  ���	��� �� �����	 ������ ��	� � ����	�
���	
�����	� �����
�	 �� 
��	$%��� ��	 a � 
����
���	
�����	�

*� ��&���	 �� �	�� θ̇� ṙ �%& r̈� *� ��	+�	 ��
 θ̇�

θ̇+

#
��&"�"� �
��� ������� ⇒ 6������ ��� �����
� ����	��� �� �����	
�������%%���	������� θ̈ �%& &
	 ������	�� ��
	���
�%& ����	 &
	 ������&�����&���� θ̇ ��
	���

2���	������ ��� �� �����	�	� 
�� ������
�� θ̈ = α
���� θ = α

2
t2 + C1t + C2 
�	 ���������	�� C1 �%&

C2 ������� �� ���$������������	�� θ(0) = π
4

�%& θ̇(0) = 0� ,�	����	 ��� ��
�� t∗ 
� θ = 3π
4

��������� �t∗ =
√

π
α
�� ������ ��
�� ��	 θ̇ ��



���� ��
�

4�	
���� ��
 ��� �����
� *�	������ ���� �	 ���

��� ������	 �� ������� ���	 ��
�� t∗ ������ +


���� �	 ����	�����

θ̈ dθ = θ̇ dθ̇ ⇒
∫ 3π

4

π
4

α dθ =

∫ θ̇

0

θ̇ dθ̇ ⇔

α
π

2
=

1

2
θ̇2 ⇒ θ̇ =

√
απ

ṙ� r̈+

r = kθ ⇒

ṙ = kθ̇

	



r̈ = kθ̈ = kα

#�� θ =
3π

4
'��

r = k
3π

4
, ṙ = k

√
απ, r̈ = kα

∴ ar = r̈ − rθ̇2 = kα − k
3π

4
απ =

(
1 − 3π2

4

)
kα

aθ = rθ̈ + 2ṙθ̇ = k
3π

4
α + 2k

√
απ

√
απ =

11

4
kαπ

|a| =
√

a2
r + a2

θ = kα

√(
1 − 3π2

4

)2

+

(
11π

4

)2

,���������� �� �
�� k - 
�� r�!

�



