
��� ���
���	
� m = 1.0 �


k = 36 ���

c = 1.0 ����

t = 0� x = x0 = 20 ��� ẋ = 0 ���

���
� ζ� δ� x(t)

�����

 �����	� � 
��
�����

 ��
	�

�	�
�� ��� � ! �� F = ma�

→: −kx − cẋ = mẍ ⇔

ẍ +
c

m︸︷︷︸
2ζωn

ẋ +
k

m︸︷︷︸
ω2

n

x = 0 (1) �����������	


ωn =

√
k

m
= 6.0 �"���

2ζωn =
c

m
⇔ ζ =

c

2mωn
= 0.083

�



#�
"��
����
 �	��	�	�
� δ�

δ
(6.25)
=

2πζ√
1− ζ2

= 0.53

ζ < 1 ⇒ $��	����%"
!

∴ x = xh = e−ζωnt (A cos ωdt + B sinωdt)

ẋ = −ζωne
−ζωnt (A cos ωdt + B sinωdt) +

+ ωde
−ζωnt (−A sinωdt + B cos ωdt)

���

ωd =
√

1− ζ2 ωn = 6.0 �"���

&	
���	��	��������

x(0) = x0 ⇒ A = x0 = 20 ��

ẋ(0) = 0 ⇒ −ζωnA + ωdB = 0 ⇔

B =
ζωn

ωd
A = 1.7 ��

∴ x = e−0.50t (20 cos 6.0t + 1.7 sin 6.0t) ��

�



�'� ���	
� x(0) = 0

ẋ(0) = v0

(��
���
 ���%"


���
� x���

�� ��
�� ��
�� �� ������� 	
�
�
 ����������� x

	��� ���� �� �� �����
 �� ������ ���� ���� 
���

������
�� ��� 	��� x ���� ��� ����� ��� �������

�� ������
 �������	 ������� �� ������ ��� t = 0�

� � ��
 ������� �������� x ����� ��������
��
 !��

������ ��� �������� �� ������ 	��������� �� x


�����

 �"���	� � 
��
�����

 ��
	�

�	�
�� ��� � ! �� F = ma�

←: −kx − cẋ = mẍ ⇔

ẍ +
c

m︸︷︷︸
2ζωn

ẋ +
k

m︸︷︷︸
ω2

n

x = 0 (1) �����������	


(��
���
 ���%"
 �ζ = 1� ⇒

x = xh = (A + Bt)e−ωnt

ẋ = Be−ωnt − ωn(A + Bt)e−ωnt

�



&	
���	��	��������

x(0) = x0 ⇒ A = 0

ẋ(0) = v0 ⇒ B − ωnA = v0 ⇔

B = v0

∴ x = v0te
−ωnt (1)

x��� )*� ��� t = t∗ �* ẋ = 0 ⇒

v0e
−ωnt∗ − v0ωnt∗e−ωnt∗ = 0 ⇔

v0 (1− ωnt∗) e−ωnt∗ = 0 ⇔

t∗ =
1

ωn

����

���
 � �+� ⇒

x��� = x(t∗) =
v0

ωn
e−1 =

v0

e

√
m

k
!�	�������� ��"

v0 ↑ ⇒ x��� ↑ ��"

m ↑ ⇒ x��� ↑ ��"

k ↑ ⇒ x��� ↓ ��"

�



�,�
���	
� x(0) = 0

ẋ(0) = −v0

���
� v0,��� �* 	- 
���	�

�� ��
�� ��
�� �� B 	
�
�
 ����������� x 	���
���� �� �� �����
 �� ������ ���� ���� 
��������
��
��� 	��� x ���� ��� ����� ��� ������� �� ������


�� # ���� 	�� ��� ������ x = x(t) ��� A ���� 
�����

�� B� �
�
�
 ��� A ��� B � � ��
 ��	 �� ���� ����

�����
 !������� ��� �� #����		� ����������������

F�� = F��(t) 	����� ���������
 ����
� $%
&'( 
�����

��� ���� �� ���
� |F��| ≤ µsN 
 !���� ������� ��	�

	�� 
� ��� v0,���


�����

 ����� A ����$���	 B � 
��
�����

 ��
	

���"� �	
 .��-"� 
���"�

�	�
�� ��� � ! �� F = ma�

→: −kx = 5mẍ ⇔

ẍ +
k

5m︸︷︷︸
ω2

n

x = 0 �����������	


∴ x = xh = A cos ωnt + B sin ωnt

ẋ = −Aωn sinωnt + Bωn cos ωnt

�



&	
���	��	��������

x(0) = 0 ⇒ A = 0

ẋ(0) = −v0 ⇒ B = − v0

ωn

∴ x = −v0

√
5m

k
sin

√
k

5m
t

ẍ = v0

√
k

5m
sin

√
k

5m
t (1)

�����

 ����� A � 
��
�����

 ��
	 ���"� �	


.��-"� 
���"�

)���������������� �������
 ��		�� ��� ������� 	��

����� $�� �����(
 *�� �� ����� ��� �� � 
�� #����

��� #��� ��� �� ���� � 
�� ��	 ������� �������
 � �

�������
�	�
�� ���

→: F	
 = mẍ
(1)
= mv0

√
k

5m
sin

√
k

5m
t

�



����	� 	- �� |F	
| ≤ μsNA = μsmg ����
� $%
&'(


/������	
 )�� "

 �	
 ������ ��" 
���" �� "��
�*

"

 |F	
|��� ≤ μsNA = μsmg ⇔

mv0

√
k

5m
≤ μsmg ⇔

v0 ≤ μsg

√
5m

k

!�	�������� ��"

µs ↑ ⇒ v0 ↑ ��"

�



�0�

���	
� 1��
	� � -�����
���
	
!

(��%%	� ��� t = 0!

���
� l = l0 + x

�� ��
�� ��
�� �� ���  ��� ������� 	
�
�

����������� x 	��� ���� �� �� �����
 �� ������
���� ���� 
��������
�� ��� 	��� x ���� ��� �����
��� ������� �� ������


) � ��� ����� ������ #�
���������������� ��������
	���� �� � ��� #����		� ��	�������
�� �������	
��� �� 
���� ��� 	�� ������� �� ��� �� �����	�� �� �
��	����
 !� ��������� ���
�� ������ � ��	�������
��
�� ��	���������� ���� �������	 ẋ = 0


�����

 �����"��" � -�����
���
	
 ��
"
���
� �*

��
	� ���%"���")
��

�	�
�� ��� � ! �� F = ma�

↓: 2mg − kx
� = 0 ⇔ *������������� �� ���� �������	 �����	�� ���
�� �

����


x
� =
2mg

k
(1)

�



�����

 �	� ���	 �����	� ��� 
��
�����

 ��
	

	)
	� ���%%	
�

�	�
�� ���

↓: mg − kx − cẋ = mẍ ⇔

ẍ +
c

m︸︷︷︸
2ζωn

ẋ +
k

m︸︷︷︸
ω2

n

x = g (2) �����������	


ζ =
c

2mωn
=

c

2
√

km
=

1

2
< 1

∴ $��	����%"


x = xh + xp

xp = C + 
������� � $%( �� �� ��������� �� �� �������� ����

�������� ����
�� xp ��	 �� �������� C


����

���
 � � � ⇒

k

m
C = g ⇔ C =

mg

k

�



xh = e−ζωnt (A cos ωnt + B sin ωnt) ,

ωd =
√

1− ζ2 ωn =

√
3

2
ωn

∴ x = e−ζωnt (A cos ωdt + B sinωdt) +
mg

k

ẋ = −ζωne
−ζωnt (A cos ωdt + B sinωdt) +

+ ωde
−ζωnt (−A sinωdt + B cos ωdt)

&	
���	��	��������

x(0) = x
�

(1)
=

2mg

k
⇒ A +

mg

k
=

2mg

k
⇔

A =
mg

k

ẋ(0) = 0 ⇒ −ζωnA + ωdB = 0 ⇔

B =
ζωn

ωd
A =

mg√
3k

∴ x =
mg

k

(
cos ωdt +

1√
3

sin ωdt

)
e−ζωnt +

mg

k
=

��



=
mg

k

⎡
⎢⎢⎣
(

cos
1

2

√
3k

m
t +

1√
3

sin
1

2

√
3k

m
t

)
e
−

1

2

√√√√ k

m
t

+ 1

⎤
⎥⎥⎦

!�	�������� ��"

l = x + l0

��



�2�

���	
� ω =

√
k

m

3�%��
$� � )��
�"��
4	
� 2b

���
� c
�� #����		�� ��� ������� � � �	�������� � �����
����
���� �
�
�
 �� t → ∞
 !���� ��		�� 
� ���
c


�����

 �����	� � 
��
�����

 ��
	�

�	�
�� ��� � ! �� F = ma�

↓: mg − cẋ − k(x− b sinωt− l0) = mẍ ⇔

ẍ +
c

m
ẋ +

k

m︸︷︷︸
ω2

n=ω ��


x =
kb

m
sinωt + g +

kl0
m

(1)

�����������	


x = xh + xp

xh → 0 � )��
�"��
4	
 �t→∞�

xp = X1 sin ωt + X2 cos ωt + C

��



ẋp = X1ω cos ωt − X2ω sinωt

ẍp = −X1ω
2 sin ωt − X2ω

2 cos ωt

����

���
 � �+� ⇒

−X1ω
2 sin ωt − X2ω

2 cos ωt +

+
c

m
X1ω cos ωt − c

m
X2ω sinωt +

+
k

m
X1 sin ωt +

k

m
X2 cos ωt +

kC

m
=

=
kb

m
sin ωt + g +

kl0
m

��	�
�5	�"�

����
!�
kC

m
= g +

kl0
m

⇔ C =
mg

k
+ l0

cos� −X2ω
2 +

c

m
X1ω +

k

m︸︷︷︸
ω2

X2 = 0 ⇔ X1 = 0

sin� −X1ω
2 − c

m
X2ω +

k

m
X1 =

kb

m
⇔

X2 = −kb

cω
= −kb

√
m

c
√

k
= −b

√
km

c

��



3�%��
$�	� �� |X1| =
b
√

km

c
= 2b ⇔ ,��� ���	��� �� �	��������

√
X2

1 + X2
2 


c =

√
km

2
!�	�������� ��"

��



���

���
� �-��	����
� x(t)

) � ��� ����� ������ #�
���������������� �������
	���� �� � ��� #����		� �������� ���
� �� ������
���
�� � ��	����� ��	� ������� ���� ������ �����
�� ���
 !���� ���� #���� � ��� ��� �� �������� ����
������ � �� �� ���


�����

 �
"�	� )��	 �
�
	� �-�����
��

�	�
�� ��� � ! �� F = ma�

↓: m2g − 2k(x
� − l0) = 0 ⇔ *������������� �� ���� �������	 ������ ���
�� � ���

��


x
� = l0 +
m2g

2k
(1)

(����	�� )"�
 %�	��� )��	 �
�
	�� vf
1 �

3�.	
	6	�	�
��"
	� ⇒

m1(v
f
1 )2

2
= m1gh ⇒ vf

1 =
√

2gh

��



�
�
	� ��
$�	�"� �����	� ��4 �
"�	� ��� ���

���
	���

�� ��	������ �� �� ���
������ ��� �� �����������
�� ������ ���� ��� �� 	�	����� �� �� �� ���
 &'-


����� �� ��� ������� ������� �� ������� �� #���

��������� ��� ��		� �����
��� ����� �� ���


�
�
��%$���"
	�� �0!+0�� L

����

=
2∑

i=1

pi
e −

2∑
i=1

pi
f , pi = mivi :

↓: 0 = (m1 + m2)v
e − (m1v

f
1 + 0) ⇔

ve =
m1v

f
1

m1 + m2
=

m1

√
2gh

m1 + m2
(2)

��



7)
	� �
�
	��

�����

 �
"�	� �	� �����	� %* ��� 
��
���8

��

 ��
	�

�	�
�� ���

↓: (m1 + m2)g − 2k(x− l0) = (m1 + m2)ẍ ⇔

ẍ +
2k

m1 + m2︸ ︷︷ ︸
ω2

n

x = g +
2kl0

m1 + m2
(3)

x = xh + xp

xp = C + 
������� � $.( �� �� ��������� �� �� �������� ����

�������� ����
�� xp ��	 �� �������� C


����

���
 � �,� ⇒

2k

m1 + m2
C = g +

2kl0
m1 + m2

⇔

C =
(m1 + m2)g

2k
+ l0

��



xh = A cos ωnt + B sinωnt

∴ x = A cos ωnt + B sinωnt +
(m1 + m2)g

2k
+ l0

ẋ = −Aωn sinωnt + Bωn cos ωnt

&	
���	��	��������

x(0) = x
�

(1)
= l0 +

m2g

2k
⇒

A +
(m1 + m2)

2k
+ l0 = l0 +

m2g

2k
⇔

A = −m1g

2k

ẋ(0) = ve (2)
=

m1

√
2gh

m1 + m2
⇒

Bωn =
m1

√
2gh

m1 + m2
⇔

B =

√
m1 + m2

2k

m1

√
2gh

m1 + m2
=

m1

√
gh√

k(m1 + m2)

∴ x = l0 +
(m1 + m2)g

2k
− m1g

2k
cos ωnt +

m1

√
gh√

k(m1 + m2)
sinωnt,

��



ωn =

√
2k

m1 + m2
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